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Abstrakt
Tato práce se zabývá problematikou Drozdových okruh·. V úvodu jsou p°ipomenuty vy-
brané partie z teorie algebry, pot°ebné pro jejich zavedení. Následující kapitola je v¥nována
p°íkladu Dozdova okruhu. Dále následuje £ást, ve které se zabýváme Weilovými algebrami
- ukazuje se, ºe Drozdovy algebry nad polem reálných £ísel jsou speciﬁckým p°íkladem
Weilových algeber. Také zde konstruujeme grupy algebrových automorﬁsm· t¥chto alge-
ber. V poslední £ásti se v¥nujeme Lieovým grupám, protoºe grupy algebrových automor-
ﬁsm· Weilových algeber jsou p°íklady Lieových grup.
Summary
This thesis focuses on Drozd rings. In the beginning, we mention important parts of alge-
braic theory for the deﬁnition of these rings. In the next chapter we describe an example
of Drozd ring. In the following, we concentrate on Weil algebras - it shows up, that Drozd
algebras over ﬁeld of real numbers are speciﬁc examples of Weil algebras. We also con-
struct groups of algebra automorphisms for these algebras. In the last part of the thesis,
we mention Lie groups, because groups of algebra automorphisms of Weil algebras are
examples of Lie groups.
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1. Úvod
Náplní této bakalá°ské práce jsou Drozdovy okruhy. Jedná se o okruhy, které spl¬ují
jisté podmínky pro své ideály, zejména pak pro sv·j maximální ideál. Pro tyto okruhy
se ukazuje, ºe mají tzv. divokou reprezentaci (jiné okruhy mají zase na druhou stranu
tzv. krotkou reprezentaci, nap°. Kleinovy okruhy, viz [3]). Své ozna£ení získaly po ukra-
jinském matematikovi Juriji Drozdovi díky jeho p°ínosu k této problematice.
V první kapitole p°ípomeneme d·leºité pojmy z algebry. Nejprve zavedeme základní
algebraické struktury a související pojmy s d·razem na okruhy a pole. Dále se budeme
v¥novat ideál·m a uvedeme jejich základní typy a operace, které pro n¥ lze zavést.
V poslední £ásti této kapitoly se zam¥°íme na okruhové homomorﬁsmy, pomocí kterých
potom zavedeme pojem R-algebry nad polem £i okruhem R. Toto pro nás bude pozd¥ji
st¥ºejní, jelikoº se budeme zabývat Weilovými algebrami, coº jsou p°íklady R-algeber.
V druhé kapitole uvedeme deﬁnici Drozdova okruhu. Také se zde zam¥°íme na jeden
ukázkový p°ípad, který d·kladn¥ probereme. Dokáºeme v²echny pot°ebné vlastnosti, které
musí okruh spl¬ovat, aby byl Drozdovým okruhem. Dále se ukazuje, ºe tento okruh není
algebrou nad ºádným polem, a´ charakteristiky kladné, nebo nulové, coº také d·kladn¥
rozebereme.
V následující kapitole se zam¥°íme na Drozdovy algebry - Drozdovy okruhy, které jsou
zárove¬ algebrami. Za£neme v²ak pojmemWeilova algebra a uvedeme její základní charak-
teristiky, kterými jsou °ád a ²í°ka. Dále se zam¥°íme na v jistém smyslu speciální Weilovy
algebry, kdy budeme uvaºovat faktorizaci speciálními ideály. Dále se budeme v¥novat
Drozdovým R-algebrám, které jsou speciálními p°ípady Weilových algeber. Uvedeme zde
dv¥ Drozdovy R-algebry a také spo£ítáme jejich grupy R-algebrových automorﬁsm·. Na
záv¥r kapitoly uvedeme v¥tu, která uvádí nutné podmínky pro Weilovu algebru, aby
se mohlo jednat o Drozdovu R-algebru. P°íklady Weilových algeber, u kterých se ukázalo,
ºe nejsou Drozdovými R-algebrami, uvádíme v p°íloze v£etn¥ jejich grup R-algebrových
automorﬁsm·.
V poslední kapitole provedeme úvod do teorie Lieových grup v návaznosti na p°ed-
chozí kapitolu - ukazuje se, ºe grupy R-algebrových automorﬁsm· Weilových algeber jsou




V této kapitole si p°ipomeneme vybrané partie algebry, které budeme dále pot°ebovat.
2.1. Základní algebraické struktury
Za£neme zavedením základních algebraických struktur, které budeme v rámci textu pouºí-
vat a p°ipomeneme terminologii pro speciální prvky t¥chto struktur. Speciáln¥ se zam¥°íme
na okruhy a pole a n¥které jejich vlastnosti, které pro n¥ deﬁnujeme.
Deﬁnice 2.1.1. Mnoºinu G s (binární) operací ∗ spl¬ující:
(G1) (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) ∀x, y, z ∈ G,
(G2) ∃e ∈ G tak, ºe x ∗ e = e ∗ x = x ∀x ∈ G,
(G3) ∀x ∈ G existuje x−1 ∈ G tak, ºe x ∗ x−1 = x−1 ∗ x = e
nazveme grupa (anglicky group). Tedy grupová operace je asociativní, existuje neutrální
prvek (dá se ukazát, ºe práv¥ jeden, viz [7]) a ke kaºdému prvku existuje prvek inverzní
(op¥t platí, ºe práv¥ jeden). Pokud navíc platí
(G4) x ∗ y = y ∗ x ∀x, y ∈ G,
mluvíme o komutativní (abelovské) grup¥.
Dále budeme uvaºovat grupy aditivní (s operací +), kdy neutrální prvek nazýváme
nulový prvek a prvek inverzní prvek opa£ný, a grupy multiplikativní (s operací ·), kdy
neutrální prvek nazýváme jednotkový prvek a inverzní prvek multiplikativní inverze.
Deﬁnice 2.1.2. Mnoºinu R se dv¥mi operacemi + a · spl¬ující:
(R1) R je komutativní grupa v·£i operaci +,
(R2) (x · y) · z = x · (y · z) ∀x, y, z ∈ R,
(R3) ∃1R ∈ R tak, ºe 1R · x = x · 1R = x ∀x ∈ R,
(R4) (x+ y) · z = x · z + y · z, z · (x+ y) = z · x+ z · y ∀x, y, z ∈ R
nazveme okruh (anglicky ring). Op¥t se dá ukázat, ºe jednotkový prvek je práv¥ jeden.
Zna£íme jej 1R (nulový prvek zna£íme analogicky 0R). Vlastnost (R4) ukazuje, jak jsou
operace svázány distributivními zákony. Pokud navíc platí
(R5) x · y = y · x ∀x, y ∈ R,
hovo°íme o komutativním okruhu.
Poznámka. Dále budeme uvaºovat okruhy komutativní, pokud nebude uvedeno jinak.
Poznámka. Okruh R, který má jediný prvek 0R = 1R, nazýváme nulový nebo také triviální
okruh.
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Deﬁnice 2.1.3. Okruh R, ve kterém má kaºdý prvek (krom¥ 0R) multiplikativní inverzi,
se nazývá pole (anglicky ﬁeld). Je-li operace · komutativní, máme komutativní pole. Jinými
slovy, mnoºinu K s dv¥mi operacemi + a · spl¬ující:
(F1) K je komutativní grupa v·£i operaci +,
(F2) K − {0K} je grupa v·£i operaci ·,
(F3) (x+ y) · z = x · z + y · z, z · (x+ y) = z · x+ z · y ∀x, y, z ∈ K
nazveme pole. Pokud navíc platí
(F4) x · y = y · x ∀x, y ∈ K,
dostáváme komutativní pole.
Poznámka. Zna£ení operace násobení budeme standartn¥ vynechávat, pokud bude jasné,
ve které struktu°e operaci provádíme. Pokud tedy budeme uvaºovat dva okruhy nebo dv¥
pole, budeme operaci násobení ozna£ovat ·X , kde X bude ur£ovat strukturu, ve které
operaci provádíme.
Deﬁnice 2.1.4. Nech´ K je pole. Mnoºinu V s operací +, p°i£emº (V,+) tvo°í grupu,
a vn¥j²í operací ·s (·s : K × V → V ) spl¬ující:
(V1) u ∈ V, x ∈ K ⇒ x ·s u ∈ V ∀x ∈ K, ∀u ∈ V ,
(V2) x ·s (u+ v) = x ·s u+ x ·s v ∀x ∈ K, ∀u,v ∈ V ,
(V3) (x+ y) ·s u = x ·s u+ y ·s u ∀x, y ∈ K, ∀u ∈ V ,
(V4) x ·s (y ·s u) = (xy) ·s u ∀x, y ∈ K, ∀u ∈ V ,
(V5) 1K ·s u = u ∀u ∈ V
nazveme vektorový prostor nad polem K (anglicky vector space over ﬁeld K). Pokud
pole K nahradíme okruhem R, dostáváme modul nad okruhem R. Operaci ·s nazýváme
násobení skalárem z pole K..
Deﬁnice 2.1.5. Nech´ R je okruh. Prvek r ∈ R, r 6= 0R, nazveme d¥litel nuly, jestliºe
∃s ∈ R, s 6= 0R, tak, ºe rs = 0R.
Poznámka. Netriviální komutativní okruh bez d¥litel· nuly se nazývá obor integrity.
Deﬁnice 2.1.6. Nech´ R je okruh. Prvek r ∈ R, r 6= 0R, se nazývá nilpotentní, jestliºe
∃n ∈ N tak, ºe rn = 0R.
Poznámka. Jestliºe je prvek nilpotentní, je také d¥litel nuly (opak ale neplatí).
Deﬁnice 2.1.7. Nech´ R je okruh. Prvek r ∈ R nazveme jednotka, jestliºe ∃s ∈ R tak,
ºe rs = 1R.
Poznámka. Vidíme, ºe jednotka je takový prvek, ke kterému existuje multiplikativní in-
verze. Proto takový prvek n¥kdy ozna£ujeme také jako invertibilní prvek.
Poznámka. Netriviální okruh je pole práv¥ tehdy, kdyº a je jednotka ∀a ∈ R, a 6= 0R.
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Tvrzení 2.1.8. Mnoºina jednotek tvo°í (multiplikativní) grupu.
D·kaz. D·kaz je z°ejmý. Operace násobení je dle p°edchozího asociativní. Jednotkový
prvek existuje, jelikoº jednotkový prvek je jednotka a je sám sob¥ inverzí, a z deﬁnice
jednotky plyne, ºe má svou multiplikativní inverzi.
Deﬁnice 2.1.9. Nech´ K je pole. Nejmen²í p ∈ N takové, ºe 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p
= 0K , nazveme
charakteristika pole K a zna£íme char(K). Pokud takové £íslo p neexistuje, klademe pro
uvaºované pole char(K) = 0.
Poznámka. Pro okruh zavádíme pojem charakteristika okruhu naprosto identicky jako
u pole.
Poznámka. Pro kone£né pole Fq, kde q = pn, p je prvo£íslo a n ∈ N, je char(Fq) = p.
Poznámka. Pro kaºdé pole K takové, ºe Q ⊆ K, je char(K) = 0.
Deﬁnice 2.1.10. Nech´ L je pole. Jestliºe je K podpole pole L, nazýváme L roz²í°ení
pole K.
Deﬁnice 2.1.11. Nech´ L je roz²í°ení pole K. Potom prvek a ∈ L nazýváme algebraický
nad polem K, jestliºe existuje nenulový polynom f ∈ K[X] takový, ºe f(a) = 0, p°i£emº
K[X] zna£í okruh polynom· v neur£ité X s koeﬁcienty z K.
Deﬁnice 2.1.12. Nech´ L je roz²í°ení pole K. Pak L nazýváme algebraické roz²í°ení
pole K, jestliºe kaºdý prvek L je algebraický nad K.
Deﬁnice 2.1.13. Pole K nazveme algebraicky uzav°ené, jestliºe kaºdý nekonstatní poly-
nom f ∈ K[X] má sv·j ko°en v K. Algebraický uzáv¥r je algebraické roz²í°ení pole K
takové, ºe je algebraicky uzav°ené. Zna£íme jej K.
Poznámka. Kone£ná pole nejsou algebraicky uzav°ená. Ale existuje nekone£né algebraicky
uzav°ené pole charakteristiky p, které zna£íme Fp a které je algebraický uzáv¥r pro v²echna
pole Fpn .
Fp ⊂ Fp2 ⊂ · · · ⊂ Fp
Dal²í související pojmy k nalezení nap°. v [6]. Nám bude sta£it pojem algebraického
uzáv¥ru.
2.2. Uspo°ádané mnoºiny
V této pasáºi si p°ipomeneme vybrané pojmy týkající se uspo°ádaných mnoºin neboli
poset·.
Deﬁnice 2.2.1. ekneme, ºe uspo°ádaná mnoºina P spl¬uje podmínku klesajících °et¥zc·
(anglicky descending chain condition, stru£n¥ DCC), jestliºe kaºdá její klesající uspo°á-
daná podmnoºina je kone£ná, tj. má minimální prvek.
Analogicky, °ekneme, ºe uspo°ádaná mnoºina P spl¬uje podmínku rostoucích °et¥zc· (an-
glicky ascending chain condition, stru£n¥ ACC), jestliºe kaºdá její rostoucí uspo°ádaná
podmnoºina je kone£ná, tj. má maximální prvek.
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Deﬁnice 2.2.2. Nech´ P je uspo°ádaná mnoºina. Prvek c ∈ P nazveme horní závora
prvk· a, b, jestliºe platí
c ≥ a ∧ c ≥ b.
Analogicky, prvek x ∈ P nazveme dolní závora prvk· a, b, jestliºe platí
x ≤ a ∧ x ≤ b.
Deﬁnice 2.2.3. Nech´ P je uspo°ádaná mnoºina. Nejmen²í prvek z mnoºiny v²ech horních
závor prvk· a, b nazýváme suprémum prvk· a, b. Zna£íme jej a∨ b nebo sup{a, b}. Jinými
slovy, prvek c ∈ P se nazývá suprémum prvk· a, b, jestliºe platí:
(i) c ≥ a ∧ c ≥ b,
(ii) jestliºe ∃d ∈ P , d ≥ a ∧ d ≥ b, potom d ≥ c.
Analogicky nejv¥t²í prvek z mnoºiny v²ech dolních závor prvk· a, b nazýváme inﬁmum
prvk· a, b. Zna£íme jej a∧ b nebo inf{a, b}. Jinými slovy, prvek x ∈ P se nazývá inﬁmum
prvk· a, b, jestliºe platí:
(i) x ≤ a ∧ x ≤ b,
(ii) jestliºe ∃y ∈P, y ≤ a ∧ y ≤ b, potom y ≤ x.
Nyní jiº máme v²echny pot°ebné pojmy k tomu, abychom mohli zavést speciální us-
po°ádané mnoºiny, svazy.
Deﬁnice 2.2.4. Uspo°ádanou mnoºinu S nazveme svaz (anglicky lattice), jestliºe kaºdé
její dva prvky mají své suprémum a inﬁmum.
2.3. Ideály
V této kapitole se budeme v¥novat speciálním podmnoºinám okruh·, tzv. ideál·m. Pro-
bereme si jejich základní typy a také operace, které pro n¥ lze zavést.
Deﬁnice 2.3.1. Nech´ R je okruh. Mnoºinu i ⊆ R, i 6= ∅, spl¬ující:
(I1) a, b ∈ i⇒ a+ b ∈ i ∀a, b ∈ i,
(I2) a ∈ i, r ∈ R⇒ ra ∈ i ∀a ∈ i, r ∈ R
nazveme ideál (anglicky ideal) okruhu R.
Poznámka. Vysv¥tlíme nyní, co znamená faktorizace okruhu jeho ideálem. Nech´ R je
okruh a i jeho ideál. Uvaºujme nyní nový okruh R/i, který sestrojíme tak, ºe v²echny
prvky ideálu i budeme v okruhu R uvaºovat jakoºto nulové. Dostáváme tak okruh známý
jako faktorový okruh, n¥kdy také ozna£ovaný jako okruh zbytkových t°íd. Formáln¥ se
faktorový okruh dá zavést tak, ºe se pro prvky okruhu R sestrojí relace ekvivalence (která
je relací kongruence) a vzniklé t°ídy ekvivalence budou pak prvky faktorového okruhu,
p°i£emº se je²t¥ dodeﬁnuje sou£et a sou£in t°íd ekvivalence.
Deﬁnice 2.3.2. Nech´ R je okruh a p jeho ideál. Ideál p nazveme prvoideál, jestliºe p 6= R
a xy ∈ p =⇒ x ∈ p ∨ y ∈ p.
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Poznámka. Platí, ºe ideál p je prvoideál práv¥ tehdy, kdyº R/p je obor integrity (R/p
zna£í faktorizaci okruhu R ideálem p).
Deﬁnice 2.3.3. Nech´ R je okruh a m jeho ideál. Ideál m nazveme maximální, jestliºe
m 6= R a pro kaºdý ideál i, R ⊃ i ⊇ m, platí i = m.
Poznámka. Dá se ukázat (viz nap°. [1]), ºe ideál m je maximální práv¥ tehdy, kdyº R/m
je pole.
Deﬁnice 2.3.4. Nech´ R je okruh a zvolme prvek x ∈ R. Mnoºinu i = {xa; a ∈ R}
nazveme hlavní ideál generovaný prvkem x. Zna£íme jej (x).
Poznámka. Prvek x ∈ R je jednotka práv¥ tehdy, kdyº (x) = R = (1).
Ideál v²ak nemusí být generovaný pouze jedním prvkem. Uvaºujme okruh R a nech´
X = {x1, . . . , xn} ⊂ R. Potom ideál generovaný mnoºinou X je ideál
i = {r1x1 + · · ·+ rnxn; ri ∈ R, xi ∈ X, i = 1, 2, . . . , n}.
Tento ideál ozna£ujeme i = (x1, . . . , xn). Tedy hlavní ideál je speciálním p°ípadem, kdy
mnoºina X je jednoprvková.
Dále uvedeme b¥ºné operace s ideály:
a) Sou£et ideál· i, j, který zna£íme i+ j, je ideál
i+ j = {x+ y;x ∈ i, y ∈ j}.
Jedná se o nejmen²í ideál obsahující ideály i a j. Sou£et kone£ného po£tu (a dokonce
spo£etného po£tu) ideál· je také ideál.
b) Pr·nik ideál· i, j zna£íme i ∩ j a výsledkem je op¥t ideál.
c) Sou£in ideál· i, j, který zna£íme ij, je ideál generovaný prvky xy, x ∈ i a y ∈ j.





xiyi;xi ∈ i, yi ∈ j, i = 1, 2, . . . , n, n ∈ N
}
.
Sou£in ideál· m·ºeme roz²í°it na kone£ný po£et ideál·. Zejména deﬁnujeme mocniny
ideálu in (n > 0). Tedy ideál in je generovaný sou£iny x1x2 . . . xn, kde xi ∈ i,
i = 1, 2, . . . , n. i0 zna£í (1).
V [1] jsou dále rozebírány vlastnosti uvedených operací.
Deﬁnice 2.3.5. Nech´ n je ideál. Pokud existuje n ∈ N takové, ºe nn = o, nazýváme
ideál n nilpotentní (také nilradikál), p°i£emº o zna£í nulový ideál okruhu R obsahující
pouze nulový prvek okruhu R.
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2.4. Okruhové a algebrové homomorﬁsmy
Nyní se zam¥°íme na speciální zobrazení mezi okruhy, tzv. okruhové homomorﬁsmy, po-
mocí kterých zavedeme pojem R-algebry nad okruhem R. V jedné z dal²ích kapitol se
potom zam¥°íme na speciální R-algebry.
Deﬁnice 2.4.1. Nech´ (R,+R, ·R), (S,+S, ·S) jsou okruhy. Zobrazení ϕ : R→ S nazveme
okruhový homomorﬁsmus, jestliºe platí:
(i) ϕ(x+R y) = ϕ(x) +S ϕ(y) ∀x, y ∈ R,
(ii) ϕ(x ·R y) = ϕ(x) ·S ϕ(y) ∀x, y ∈ R,
(iii) ϕ(1R) = 1S.
Poznámka. Vidíme, ºe okruhový homomorﬁsmus zachovává operace (s£ítání a násobení)
a jednotkový prvek.
Deﬁnice 2.4.2. Nech´ (R,+R, ·R), (S,+S, ·S) jsou okruhy a ϕ : R → S je okruhový
homomorﬁsmus. Pak zavádíme následující pojmy:
(i) Ker(ϕ) = ϕ−1(0S) = {r ∈ R;ϕ(r) = 0S} - jádro okruhového homomorﬁsmu ϕ,
(ii) Im(ϕ) = ϕ(R) = {s ∈ S; ∃r ∈ R tak, ºe ϕ(r) = s} - obraz okruhového homo-
morﬁsmu ϕ.
Tvrzení 2.4.3. Nech´ (R,+R, ·R), (S,+S, ·S) jsou okruhy a ϕ : R → S je okruhový ho-
momorﬁsmus. Pak platí:
(i) Ker(ϕ) je ideál okruhu R,
(ii) Im(ϕ) tvo°í podokruh okruhu S.
D·kaz. (i) Je pot°eba dokázat dv¥ v¥ci. Zaprvé ºe pro dva prvky a, b ∈ Ker(ϕ) máme také
a+R b ∈ Ker(ϕ). Jelikoº okruhový homomorﬁsmus zachovává operace, m·ºeme psát
ϕ(a+R b) = ϕ(a) +S ϕ(b) = 0S +S 0S = 0S ⇒ a+R b ∈ Ker(ϕ).
Dále je pot°eba dokázat, ºe pro a ∈ Ker(ϕ) a r ∈ R dostaneme r ·R a ∈ Ker(ϕ). Z deﬁnice
okruhového homomorﬁsmu dostáváme
ϕ(r ·R a) = ϕ(r) ·S ϕ(a) = ϕ(r) ·S 0S = 0S ⇒ r ·R a ∈ Ker(ϕ).
Celkov¥ Ker(ϕ) je ideál okruhu R.
(ii) Uzav°enost Im(ϕ) v·£i operacím +S a ·S je z°ejmá a existence jednotkového prvku
plyne z toho, ºe okruhový homomorﬁsmus zachovává jednotkový prvek.
Deﬁnice 2.4.4. Nech´ (R,+R, ·R) je okruh. Mnoºinu
Z(R) = {x;x ∈ R, x ·R r = r ·R x ∀r ∈ R}
nazveme centrum okruhu R.
Deﬁnice 2.4.5. Nech´ (R,+R, ·R), (S,+S, ·S) jsou okruhy. Existuje-li okruhový homomor-
ﬁsmus ϕ : R→ S tak, ºe Dom(ϕ) = R a Im(ϕ) ⊆ Z(S), °ekneme, ºe S je R-algebra. Pak
máme zavedenou operaci násobení · : R× S → S takto
r · s = ϕ(r) ·S s.
Poznámka. V p°ípad¥, ºe R je okruh, je R-algebra modul nad okruhem R. Je-li R pole,
je R-algebra vektorový prostor nad polem R.
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Tvrzení 2.4.6. Kaºdý okruh je Z-algebrou.
D·kaz. Nech´ R je okruh. Okruhový homomorﬁsmus ϕ : Z→ R je ur£en tím, ºe
ϕ(1Z) = 1R.
Nyní je pot°eba rozmyslet, zda se jedná o okruh kone£ný, nebo nekone£ný. V p°ípad¥
nekone£ného okruhu poloºíme pro z ∈ Z
ϕ(z) =

(1R +R · · ·+R 1R)︸ ︷︷ ︸
abs(z)
pro z > 0
0R pro z = 0
−1R ·R (1R +R · · ·+R 1R)︸ ︷︷ ︸
abs(z)
pro z < 0
,
kde −1R je opa£ný prvek k prvku 1R. V p°ípad¥ kone£ného okruhu ur£íme jeho charak-
teristiku p a homomorﬁmus p°edepí²eme obdobn¥ pro zbytkové t°ídy mod p.
Zachování operace násobení je z°ejmé.
Deﬁnice 2.4.7. ekneme, ºe S1, S2 jsou dv¥ R-algebry, pokud existuje okruhový homo-
morﬁsmus ψ : S1 → S2. Okruhový homomorﬁsmus ψ nazveme R-algebrový homomorﬁs-
mus, jestliºe platí







Obrázek 2.1: R-algebrový homomorﬁsmus
Poznámka. Mnoºinu v²echR-algebrových homomorﬁsm· z S1 do S2 zna£ímeHomR(S1, S2).
Pokud ψ je okruhový izomorﬁsmus a S1 = S2 = S, pak ψ je R-algebrový automorﬁsmus.
Analogicky, mnoºinu v²ech R-algebrových automorﬁsm· S budeme zna£it AutRS.
Tvrzení 2.4.8. Mnoºina AutRS s operací skládání zobrazení je grupa.
D·kaz. D·kaz je z°ejmý. Skládání zobrazení je asociativní, neutrální prvek je identický
R-algebrový automorﬁsmus a inverzní prvek je inverzní R-algebrový automorﬁsmus.
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3. Drozdovy okruhy
Nyní se budeme zabývat speciálními okruhy, tzv. Drozdovými okruhy. K jejich zavedení
budeme pot°ebovat n¥kolik dal²ích vlastností okruh·, které te¤ vysv¥tlíme.
Deﬁnice 3.1.1. Okruh nazveme lokální, jestliºe má jediný maximální ideál.
Deﬁnice 3.1.2. Okruh nazveme noetherovský, jestliºe spl¬uje podmínku rostoucích °et¥zc·
pro své ideály.
Deﬁnice 3.1.3. Okruh nazveme artinovský, jestliºe spl¬uje podmínku klesajících °et¥zc·
pro své ideály.
Nyní uº máme v²echny pot°ebné pojmy k tomu, abychommohli uvést deﬁnici Drozdova
okruhu.
Deﬁnice 3.1.4. Lokální noetherovský artinovský okruhR nazvemeDrozd·v okruh, jestliºe
µ(m) = 2, µ(m2) = 2, m3 = o a ∃z ∈ m − m2 tak, ºe z2 = 0R, kde m je maximální ideál
okruhu R, o je nulový ideál okruhu R a µ(m) zna£í minimální po£et prvk· pot°ebných
k vygenerování m.1
Kaºdý Drozd·v okruh má následující vlastnost, díky které vypadá jako známá p¥tidi-
menzionální Drozdova algebra nad libovolným polem K, p°i£emº bázi této algebry tvo°í
prvky 1K , x, x, xy a x2 a v²echny dal²í monomy jsou rovny nule.
Lemma 3.1.5. Uvaºujme Drozd·v okruh a m jeho maximální ideál. Pak pro kaºdý prvek
c ∈ m platí
c = u1x+ u2y + u3xy + u4x
2,
p°i£emº ui, i = 1, . . . , 4, jsou jednotky nebo rovny nule. Koeﬁcienty ui, i = 1, . . . , 4, nejsou
ur£eny jednozna£n¥.
D·kaz. Viz [4], Lemma 4.2.
Nyní uvedeme p°íklad Drozdova okruh, viz [3]. Jelikoº auto°i tento okruh pouze
uvád¥jí, tak prov¥°íme, zda se váºn¥ jedná o Drozd·v okruh.
V¥ta 3.1.6. Okruh Ap = Z[X]/(X2, p3, p2X), kde p je prvo£íslo a X neur£itá, je Drozd·v
okruh.
D·kaz. Nejprve popí²eme strukturu Ap. Prvky jsou tvaru
a+ bx, a, b ∈ Z,
kde a, b budou speciﬁkovány dále. Tedy prvky budou polynomy maximáln¥ prvního stupn¥,
protoºe X2 ∈ (X2, p3, p2X). Kaºdé a ∈ Z m·ºeme napsat ve tvaru
a = kp3 + q, k ∈ Z, q ∈ {0, 1, . . . , p3 − 1}.
1Jurij Drozd, profesor p·sobící v rámci Matematického ústavu, Národní akademie v¥d, Kyjev, Ukra-
jina.
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A protoºe p3 ∈ (X2, p3, p2X), m·ºeme psát
a = q.
Obdobn¥ pro kaºdé b ∈ Z platí
b = lp2 + r, l ∈ Z, r ∈ {0, 1, . . . , p2 − 1} ⇒ b = r.
Celkov¥ dostáváme
Ap = {a+ bx; a, b ∈ N0, a < p3, b < p2}.
Tedy operace se po£ítají modulárn¥ a to následovn¥ - v absolutním £lenu mod p3 a v li-
neárním £lenu mod p2.
Aby okruh Ap byl Drozd·v okruh, musí být noetherovský, artinovský a lokální. Dále
musí platit
µ(m) = µ(m2) = 2,m3 = o,
a musí existovat prvek z takový, ºe
z ∈ m−m2, z2 = 0Ap .
Z t¥chto vlastností nejprve dokáºeme, ºe
m = i1 = {a+ bx; a = kp, k ∈ N0, k < p2, b < p2}
je jediný maximální ideál. Z Ap nem·ºeme vypustit ºádný lineární £len, jinak by se nejed-
nalo o ideál - násobením prvkem x bychom z absolutního £lenu dostali práv¥ ten vypu²t¥ný
lineární. Neboli
bx /∈ m⇒ b /∈ m.
Takto dostaneme uzav°enost na násobení prvky z Ap. Omezení tak m·ºeme ud¥lat pouze
v £lenech absolutních. Nejvíce absolutních £len· dostaneme tak, ºe za n¥ vezmeme pouze
násobky p. Dostaneme tak uzav°enost m na operaci s£ítání.
Dále vypi²me v²echny moºné ideály okruhu Ap:
i2 = {a+ bx; a = kp, b = lp, k, l ∈ N0, k < p2, l < p},
i3 = {a+ bx; a = kp, k ∈ N0, k < p2, b = 0},
i4 = {a+ bx; a = kp2, k ∈ N0, k < p, b < p2},
i5 = {a+ bx; a = kp2, b = lp, k, l ∈ N0, k < p, l < p},
i6 = {a+ bx; a = kp2, k ∈ N0, k < p, b = 0},
i7 = {a+ bx; a = 0, b < p2},
i8 = {a+ bx; a = 0, b = lp, l ∈ N0, l < p},
i9 = {a+ bx; a = 0, b = 0},
p°i£emº i9 = o je nulový ideál okruhu Ap. Platí, ºe také Ap je ideálem. Mnoºinu ideál·












Obrázek 3.1: Hasse·v diagram ideál· okruhu Ap
Je z°ejmé, ºe a´ vezmeme jakoukoli rostoucí posloupnost ideál·, tak je kone£ná a její
minimální prvek je m = i1, tj. maximální ideál. Tedy okruh Ap spl¬uje podmínku ACC
neboli je noetherovský. Dále je ihned vid¥t, ºe okruh Ap spl¬uje také podmínku DCC
neboli je artinovký.
Dále platí
(a+ bx)3 = a3 + a2bx.
Protoºe a = kp, je a3 = k3p3, tj. a3 = 0Ap . Dále a2b = k2p2, tj. a2b = 0Ap . Tedy platí
podmínka
m3 = o.
V dal²ím ur£íme generátory m a m2. Ze struktury m je z°ejmé, ºe jeho generátory
budou prvky p a x, tudíº máme spln¥nu podmínku
µ(m) = 2.
Dále máme
(a+ bx)2 = a2 + abx, kde a2 = k2p2 a ab = kp.
Je vid¥t, ºe generátory m2 budou prvky p2 a pX. Takºe jsme ukázali, ºe platí
µ(m2) = 2.
Nakonec vezmeme prvek z = x, z ∈ m − m2. Zárove¬ ale platí, ºe z2 = x2 = 0Ap ,
protoºe X2 ∈ (X2, p3, p2X). Celkov¥ máme, ºe okruh Ap je Drozd·v okruh.
Poznámka. Je vid¥t, ºe mnoºina ideál· okruhu Ap tvo°í svaz (z°ejmé z Hasseova diagramu
pro ideály tohoto okruhu, obrázek 3.1). V tomto p°ípad¥ máme sup{ii, ij} = ii ∪ ij a
inf{ii, ij} = ii ∩ ij.
Tento okruh ale není algebrou, jak nyní ukáºeme. Drozdovým okruh·m, které jsou
také algebrami, se budeme v¥novat v dal²í kapitole.
V¥ta 3.1.7. Drozd·v okruh Ap není algebrou nad polem.
D·kaz. Nutno ukázat, ºe Ap není algebrou nad polem kladné charakteristiky (jsou moºné
p°ípady: Fp, Fpn , kde p je prvo£íslo a n ∈ N, Fq, p°i£emº p 6= q, a Fp) ani nad polem
charakteristiky nulové. Platí, ºe kaºdé pole nulové charakteristiky obsahuje pole racionál-
ních £í²el Q - sta£í tedy ukázat, ºe Ap není Q-algebrou.
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Vezm¥me nejprve p°ípad pole Fp. P°ipome¬me strukturu Ap
Ap = {a+ bx, a ∈ {0, 1, . . . , p3 − 1}, b ∈ {0, 1, . . . , p2 − 1}}
a strukturu Fp
Fp = {0, 1, . . . , p− 1}.
P°edpokládejme, ºe existuje okruhový homomorﬁsmus ϕ : Fp → Ap. Aby byla spln¥na
podmínka zachování jednotkového prvku, p°edepí²eme
1 7→ 1 + 0x.
Dále
ϕ(0) = ϕ( 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p
) = ϕ(1) + · · ·+ ϕ(1)︸ ︷︷ ︸
p
= 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p
= p, tedy 0 7→ p.
Protoºe ϕ má zachovávat operace, musí platit
1 = ϕ(1) = ϕ(1 + 0) = ϕ(1) + ϕ(0) = 1 + p.
Dostáváme tak spor, tzn. Ap není Fp-algebra.
Nyní vezmeme p°ípad Fpn . Struktura tohoto pole je následující
Fpn = {0, 1, . . . , p− 1, x, . . . , (p− 1)xn + · · ·+ (p− 2), (p− 1)xn + · · ·+ (p− 1)}.
Z podmínky, ºe okruhový homomorﬁsmus zachovává jednotkový prvek, dostáváme
1 7→ 1 + 0x.
Obdobn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥
ϕ(0) = ϕ( 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p
) = ϕ(1) + · · ·+ ϕ(1)︸ ︷︷ ︸
p
= 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p
= p, tedy 0 7→ p.
A protoºe homorﬁsmus má zachovat operace, máme
1 = ϕ(1) = ϕ(1 + 0) = ϕ(1) + ϕ(0) = 1 + p.
Stejn¥, jako v p°ede²lém p°ípad¥, jsme do²li ke sporu, tzn. Ap není Fpn-algebra. Toto
bychom také mohli dokázat úvahou, ºe pro Fp a Fpn platí
Fp ⊂ Fpn
pro n > 1. Tedy není-li Ap Fp-algebrou, nebude ani Fpn-algebrou.
Stejnou úvahou odvodíme, ºe Ap není Fp-algebrou.
Nyní vezm¥me p°íklad pole Fq, kde q je prvo£íslo, q 6= p. Op¥t z podmínky, ºe okruhový
homomorﬁmus má zachovat jednotkový prvek, poloºíme
1 7→ 1 + 0x.
14
Dále, stejn¥ jako v p°edchozích p°ípadech, dostáváme
ϕ(0) = ϕ( 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
q
) = ϕ(1) + · · ·+ ϕ(1)︸ ︷︷ ︸
q
= 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
q
= p, tedy 0 7→ q.
Nyní poloºme
1 = ϕ(1) = ϕ(1 + 0) = ϕ(1) + ϕ(0) = 1 + q.
Aby poslední rovnost platila, musí platit
q = p3n.
To je ale v rozporu s p°edpokladem, ºe q je prvo£íslo, takºe dostáváme spor, tzn. Ap není
Fq-algebrou.
Tímto jsme vylou£ili p°ípady polí kladné charakteristiky, nyní je pot°eba vylou£it
moºnost, ºe Ap je algebrou nad n¥jakým polem nulové charakteristiky. Jak jiº bylo
°e£eno, kaºdé takové pole obsahuje pole racionálních £ísel Q, tedy sta£í ukázat, ºe Ap není
Q-algebrou. Protoºe okruhový homomorﬁsmus musí zachovat jednotkový prvek, p°ede-
pí²eme
1 7→ 1 + 0x.
Potom z podmínky, ºe okruhový homomorﬁsmus má zachovat operace, dostáváme



















Pro £ísla q /∈ Z tedy okruhový homomorﬁsmus neexistuje, £ímº dostáváme spor, protoºe
musí platit
Domϕ = Q.
Ukázali jsme, ºe Ap není Q-algebra, £ímº jsme vylou£ili v²echna moºná pole nulové cha-
rakteristiky.






V této kapitole se budeme zabývat Drozdovými algebrami (Drozdovy okruhy, které
jsou zárove¬ algebrami). Konkrétn¥ se zam¥°íme na Drozdovy R-algebry a zejména pak
na jejich grupy R-algebrových automorﬁsm·, které pro n¥ lze zkonstruovat. Zajímavostí
je to, ºe tyto grupy jsou p°íklady Lieových grup, o kterých bude pojednávat dal²í kapi-




Drn = R[X1, . . . , Xn]/(X1, . . . , Xn)r+1,
p°i£emº m = (X1, . . . , Xn) je maximální ideál R[X1, . . . , Xn]. Takto dostáváme okruh
polynom· stupn¥ maximáln¥ r nad R, který je zárove¬ R-algebrou. Maximální ideál Drn
budeme zna£it n, protoºe se jedná o nilpotentní ideál. Skute£n¥, z deﬁnice Drn je z°ejmé,
ºe existuje n ∈ N tak, ºe nn = o. Prvky toho ideálu jsou polynomy stupn¥ jedna aº r
v neur£itých x1, . . . , xn takové, ºe neobsahují absolutní £len, tedy n = (x1, . . . , xn).
Deﬁnice 4.1.1. Uvaºujme R-algebru Drn a její ideál i. Potom libovolnou R-algebru typu
A = Drn/i,
nazýváme Weilova algebra.
Grupu R-algebrových automorﬁsm· Weilovy algebry A budeme zna£it AutRA. Pro
Weilovy algebry dále zavádíme dva pojmy - jejich °ád a ²í°ku. Nilpotentní ideál Weilovy
algebry A budeme ozna£ovat nA. Tohoto vyuºijeme k deﬁnici °ádu a ²í°ky Weilovy algebry.
Deﬁnice 4.1.2. ád Weilovy algebry A je takové r ∈ N, ºe
nrA 6= o a nr+1A = o.




Tvrzení 4.1.3. Uvaºujme R-algebru Drn. Potom platí
ord(Drn) = r, w(Drn) = n.
D·kaz. Drn je speciálním p°ípadem Weilovy algebry, kdy ideál i je nulový ideál. Z deﬁnice
Drn plyne, ºe její nilpotentní ideál n je mnoºina polynom· stupn¥ jedna aº r, které neob-
sahují absolutní £len. Dále pro tento ideál platí
Xki X
l
j = 0⇐⇒ k + l > r i, j ∈ 1, . . . , n.
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Tedy je z°ejmé, ºe platí nr 6= o, protoºe nr bude obsahovat polynomy stupn¥ r a to takové,
ºe budou obsahovat pouze monomy stupn¥ r. Ihned vidíme, ºe nr+1 = o. Dle deﬁnice °ádu
Weilovy algebry dostáváme ord(Drn) = r.
Dále si uv¥domme, ºe n2 obsahuje polynomy stupn¥ dva aº r, které neobsahují ab-
solutní ani lineární £leny. Tedy pokud provedeme faktorizaci n/n2, dostaneme mnoºinu
polynom· stupn¥ jedna v n neur£itých X1, . . . , Xn, které neobsahují absolutní £len. Odtud
plyne tvrzení, protoºe w(Drn) = dim(n/n2) = n.
Tvrzení 4.1.4. Uvaºujme Weilovu algebru A = Drn/i, p°i£emº i ⊂ n2. Pak platí
w(A) = n.
D·kaz. Uvedeme pouze ideu d·kazu. Podmínka, kterou klademe na ideál i, znamená,
ºe i obsahuje pouze polynomy stupn¥ dva aº r, p°i£emº tyto polynomy neobsahují ab-
solutní ani lineární £leny. Tedy pokud provedeme faktorizaci A = Drn/i, nevynulujeme
ºádné polynomy stupn¥ jedna. Nilpotentní ideál nA Weilovy algebry A tak bude ob-
sahovat v²echny polynomy stupn¥ jedna stejn¥ jako nilpotentní ideál n Weilovy alge-




Poznámka. Budeme dále uvaºovat Weilovy algebry Drn/i takové, ºe i ⊂ n2. Takovéto ideály
i budeme nazývat vhodné a dle p°edchozího tvrzení vidíme, ºe nezmen²ují ²írku Weilovy
algebry. Neformáln¥ m·ºeme °íct, ºe p°i faktorizaci Weilovy algebry Drn ideálem i se nám
nesníºí po£et neur£itých, v nichº jsou polynomy z A. Toto p°iblíºíme na následujícím
p°íkladu.
P°íklad 4.1.5. Uvaºujme Weilovu algebru A = Dr3/(Z), kde neur£ité ozna£me X1 = X,
X2 = Y a X3 = Z. Ale protoºe jsme vzali i = (Z), dostáváme Weilovu algebru B = Dr2,
kde neur£ité jsou X1 = X a X2 = Y . Tedy zápisem by se zdálo, ºe se jedná o dv¥
r·zné Weilovy algebry, ale p°i bliºsím zoumání je ihned vid¥t, ºe Weilovy algebry A a
B jsou totoºné (toto zde nebudeme rozepisovat, protoºe je z°ejmé, ºe volbou i = (Z)
jsme poloºili v²echny monomy obsahující neur£itou Z rovny nule a ve Weilov¥ algeb°e A
tak z·staly pouze polynomy v neur£itých X a Y ). Tedy máme nejednozna£né ozna£ení
Weilovy algebry a to práv¥ proto, ºe jsme zvolili nevhodný ideál i. Proto budeme nadále
poºadovat podmínku na ideál i uvedenou v tvrzení 4.1.4
Poznámka. Kdyº v Drn poloºíme n = 1 a r = 1, dostáváme strukturu
D = D11 = R[X]/(X)2 = {a+ bx; a, b ∈ R, x2 = 0},
známou jako duální £ísla.
Poznámka. Pojem Weilovy algebry m·ºeme zobecnit tím, ºe místo pole R budeme uvaºo-
vat jiné pole, nap°. pole kone£né. U t¥chto algeber lze op¥t sestrojit grupy jejich alge-
brových automorﬁsm·. Nejedná se v tomto p°ípad¥ o Lieovy grupy, nýbrº grupy Lieova




= Fp[X, Y ]/(X, Y )2
máme grupu automorﬁsm·, kterou ozna£ujemeGL(2,Fp). Více k t¥mto algebrám v p°íloze.
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4.2. Drozdovy R-algebry
Vra´me se k Weilovým algebrám nad R. V kapitole 3 jsme uvedli Drozd·v okruh, pro který
se ukázalo, ºe není algebrou nad ºádným polem. Pokud v²ak budeme uvaºovat Weilovu
algebru Drn/i a poloºíme n = 2, r = 2 a i = (X2), dostaneme známou Drozdovu R-algebru
D1 = D22/(X2) = {a+ bx+ cy + dxy + ey2; a, b, c, d, e ∈ R, x2 = y2x = y3 = 0}.
Nejprve ukaºme, ºe se jedná o Drozdovu R-algebru. Z°ejm¥
• µ(nD1) = 2 - prvky x a y,
• µ(n2D1) = 2 - prvky xy a y2,
• n3D1 = o,
• z = x ∈ nD1 − n2D1 a platí z2 = x2 = 0.
R-algebrové automorﬁsmy popí²eme následovn¥
1 7→ 1,
x 7→ Ax+By + Cxy +Dy2,
y 7→ Ex+ Fy +Gxy +Hy2, A,B,C,D,E, F,G,H ∈ R.
Z podmínky x2 = 0 dostáváme
0 = x2 = (Ax+By + Cxy +Dy2)2 = 2ABxy +B2y2 ⇒ B = 0.
Dále musí platit (z podmínky invertibility)
AF −BE 6= 0⇒ AF 6= 0, protoºe B = 0.
Tedy pro p°edpis R-algebrových automorﬁsm· celkov¥ máme
1 7→ 1,
x 7→ Ax+ Cxy +Dy2,
y 7→ Ex+ Fy +Gxy +Hy2, A, C,D,E, F,G,H ∈ R, AF 6= 0.
Dále m·ºeme p°edpis Weilovy algebry zm¥nit v tom smyslu, ºe poloºíme i = (Y 2)
a dostaneme tak
D2 = D22/(Y 2) = {a+ bx+ cy + dx2 + exy; a, b, c, d, e ∈ R, y2 = x3 = x2y = 0}.
Op¥t se jedná o Drozdovu R-algebru. R-algebrové automorﬁsmy popí²eme jako v p°ed-
chozím p°ípad¥ a z podmínky y2 = 0 dostáváme
0 = y2 = (Ex+ Fy +Gxy +Hy2)2 = E2x2 + 2EFxy ⇒ E = 0.
Stejn¥ jako v p°echozím p°ípad¥ obdrºíme
AF 6= 0.
Tedy pro p°edpis R-algebrových automorﬁsm· celkov¥ máme
1 7→ 1,
x 7→ Ax+By + Cxy +Dy2,
y 7→ Fy +Gxy +Hy2, A,B,C,D, F,G,H ∈ R, AF 6= 0.
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Tvrzení 4.2.1. Drozdovy R-algebry D1 a D2 jsou izomorfní.
D·kaz. Izomorﬁsmus ϕ : D1 → D2 zavedeme následovn¥
ϕ(x) = y,
ϕ(y) = x.
Tvrzení 4.2.2. Grupy automorﬁsm· AutRD1 a AutRD2 jsou izomorfní.
D·kaz. Plyne z izomorﬁsmu p°íslu²ných R-algeber D1 a D2.
Dále bychom mohli zkoumat Weilovu algebru
A = D22/(XY ) = {a+ bx+ cy + dx2 + ey2; a, b, c, d, e ∈ R, xy = x3 = y3 = 0}.
V tomto p°ípad¥ se nejedná o Drozdovu R-algebru, jelikoº není spln¥na podmínka Droz-
dova okruhu
∃z ∈ nA − n2A : z2 = 0.
Obecný prvek z ∈ nA − n2A je tvaru
z = ax+ by
a jeho mocnina
z2 = (ax+ by)2 = a2x2 + 2abxy + b2y2 = a2x2 + b2y2.
Aby z2 = 0, muselo by být
a = b = 0,
£ímº ale dostáváme spor, protoºe
z = 0x+ 0y /∈ nA − n2A.
Dal²í Weilovy algebry, pro které byly napo£ítány jejich grupy R-algebrových automor-
ﬁsm·, zde neuvádíme, protoºe se ukázalo, ºe nejsou Drozdovými R-algebrami. Jsou v²ak
k nahlédnutí v p°íloze.
V¥ta 4.2.3. Uvaºujme Weilovu algebru Drn = R[X1, . . . , Xn]/(X1, . . . , Xn)r+1 a n její
nilpotentní ideál. Potom Weilova algebra Drn/i, kde i je ideál Drn takový, ºe i ⊂ n2, m·ºe
být Drozdovou R-algebrou práv¥ tehdy, kdyº r = n = 2.
D·kaz. P°ipome¬me si, co znamená podmínka i ⊂ n2. Jedná se o ideál, jehoº prvky
jsou polynomy alespo¬ druhého stupn¥ v neur£itých X1, . . . , Xn, p°i£emº tyto polynomy
neobsahují absolutní ani lineární £leny. Tedy tato podmínka nám nedovolí pomocí ideálu i
odeliminovat jednu £i více neur£itých (viz p°íklad 4.1.5).
Omezení pro n dokaºme sporem, tedy nech´ n 6= 2. Nejprve vy²et°eme p°ípad n = 1.
Potom nilpotentní ideál n1 Weilovy algebry Dr1 má strukturu
n1 = a1x+ a2x
2 + · · ·+ arxr, kde a1, a2, . . . , ar ∈ R.
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Tedy vidíme, ºe pro libovolnou Weilovu algebru A = Dr1/i bude µ(nA) = 1, coº je
spor s deﬁnicí Drozdova okruhu, protoºe neplatí µ(nA) = 2. Obdobn¥ pro n ≥ 3 bude
µ(nA) ≥ 3.
Dále dokaºme omezující podmínku pro r, tj. maximální stupe¬ polynom· v uvaºované
Weilov¥ algeb°e. P°i r = 1 bychom obdrºeli Weilovu algebru, ve které by byly pouze
lineární polynomy, a tedy bychom dostali spor s podmínkou Drozdova okruhu, protoºe by
neplatilo µ(n2A) = 2. Dále pro r ≥ 3 bychom dostali op¥t dostali spor, jelikoº by nebylo
spln¥no n3A = o.
Tedy Weilova algebra Drn/i m·ºe být Drozdovou R-algebrou pouze pro r = n = 2,
p°i£emº i ⊆ (X, Y )2. Toto odpovídá dv¥ma vý²e uvedeným Drozdovým R-algebrám
D1, resp. D2, které jsme získali faktorizací Weilovy algebry Drn ideálem i = (X2), resp.
i = (Y 2).
20
5. Lieovy grupy
5.1. Úvod do Lieových grup
V této kapitole si uvedeme základy teorie Lieových grup a ukáºeme si jejich základní
p°íklady. Za£neme obecn¥j²ím pojmem, pomocí kterého potom budeme Lieovu grupu
deﬁnovat.
Deﬁnice 5.1.1. Mnoºinu G, která je topologickým prostorem a na které je deﬁnovaná
operace ∗, která spl¬uje grupové axiomy, nazveme topologická grupa. Operace
∗ : G×G→ G, −1 : G→ G
jsou zde spojitá zobrazení.
Deﬁnice 5.1.2. Topologický prostor G nazveme obloukov¥ souvislý, jestliºe pro kaºdé
dva body A, B ∈ G existuje oblouk takový, ºe
s(〈0, 1〉) ⊂ G, p°i£emº s(0) = A a s(1) = B.
Pak topologickou grupu nazveme souvislá, pokud je obloukov¥ souvislá jako topologický
prostor.
Pojem topologické grupy m·ºeme zesílit. Nespokojíme se se strukturou topologického
prostoru, ale budeme poºadovat strukturu hladké variety (struktura t°ídy C∞, která je
zobecn¥ním pojmu k°ivka/plocha v libovolné dimenzi). P°esná deﬁnice nap°. v [8].
Deﬁnice 5.1.3. Nech´ G je topologická grupa. Pokud je G zárove¬ hladkou varietou, pak
je G Lieova grupa (n¥kdy také ozna£ovaná jako spojitá grupa).
O Lieových grupách mluvíme jako o spojitých transforma£ních grupách. Tyto grupy
mají vyuºití nap°íklad p°i °e²ení diferenciálních rovnic. Aplikace nalézají také v teorii
°ízení a robotice, jelikoº se pomocí Lieových grup dá popisovat kinematika t¥les (viz nap°.
[2]).
Maticové Lieovy grupu ozna£ujeme jako klasické, z nichº jmenujme nap°íklad:
• GL(n,R) - obecná lineární grupa, grupa regulárních matic °ádu n,
• SL(n,R) - speciální lineární grupa, grupa matic °ádu n s detA = 1,
• O(n,R) - grupa ortogonálních matic °ádu n,
• SO(n,R) - grupa ortogonálních matic °ádu n s detA = 1.
Dal²í p°íklady Lieových grup nap°. v [5], [8].
Poznámka. Ortogonální matice je taková matice, pro kterou platí
QQT = I = QTQ,
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kde I je jednotková matice p°íslu²ného °ádu. Tedy ortogonální matice je taková matice, ºe
její transpozice je zárove¬ maticí inverzní. P°epi²me maticiQ do tvaruQ = [q1,q2, . . . ,qn],
kde qi, i = 1, . . . , n, jsou její sloupce. Potom z rovnosti QTQ = I vidíme, ºe platí
qTj · qk =
{
1 pro j = k
0 pro j 6= k,
kde qTj · qk je skalární sou£in vektor· qj a qk. Tedy sloupce ortogonální matice Q jsou
navzájem ortonormální. Z rovnosti QQT = I se dá podobn¥ ukázat, ºe i °ádky ortogonální
matice Q jsou navzájem ortonormální. Proto se n¥kdy ortogonální matice ozna£uje jako
ortonormální.
Ortogonální matice mají determinant roven 1 nebo −1. V p°ípad¥ matic t°etího °ádu
s determinantem rovným 1 se jedná o klasické matice rotace.
Zam¥°me se nyní blíºe na vý²e uvedené Lieovy grupy. Nejprve vezm¥me p°ípadGL(n,R).
Jedná se o nesouvislou grupu, jelikoº máme omezení, ºe determinant matic této grupy
nesmí být nulový neboli matice mají být regulární. Konkrétn¥ má tato grupa dv¥ souvislé
komponenty, a to mnoºinu matic s kladným determinantem a mnoºinu matic se záporným
determinantem. Dále dimenze této grupy je n2.
Grupa SL(n,R) je podgrupou grupy GL(n,R). Tentokrát se jedná o grupu souvislou,
která má dimenzi n2 − 1.
Dále vezm¥me poslední dv¥ grupy z vý²e uvedených. Grupa O(n,R) má dimenzi n(n−1)
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a jedná se o grupu nesouvislou. Grupa SO(n,R) je její podgrupou stejné dimenze, av²ak
jedná se o souvislou grupu. Pro n = 3 je SO(n,R) grupa klasických matic rotace.
5.2. Grupy R-algebrových automorﬁsm· Weilových al-
geber
Podívejme se nyní, v návaznosti na minulou kapitolu, detailn¥ji na grupu GL(n,R), kdyº
zvolíme konkrétní n. Grupa GL(1,R) má strukturu
{c, c ∈ R, c 6= 0}.
Uvaºujme Weilovu algebru
A = D11 = {a+ bx, a, b ∈ R, x2 = 0}
a zkonstruujme pro ni grupu R-algebrových automorﬁsm·. Získáme následující p°edpis
pro R-algebrové automorﬁsmy
1 7→ 1
x 7→ cx, c ∈ R, c 6= 0.
Tedy vidíme, ºe AutR(A) je izomorfní s obecnou lineární grupou GL(1,R). Dostáváme
reálnou osu, ze které je vyjmuta nula.









B = D12 = {a+ bx+ cy, a, b, c ∈ R, x2 = xy = y2 = 0}
a op¥t pro ni zkonstruujme grupu R-algebrových automorﬁsm·. Dostaneme následující
p°edpis automorﬁsm·
1 7→ 1
x 7→ c1x+ c2y
y 7→ c3x+ c4y c1, c2, c3, c4 ∈ R, c1c4 − c2c3 6= 0.
Je vid¥t, ºe stejn¥ jako u grupy GL(2,R) máme £tve°ice reálných £ísel, na které je kladena
stejná podmínka. Neboli grupa GL(2,R) a grupa AutR(B) jsou izomorfní. Máme tedy
£ty°rozm¥rný prostor, ze kterého vyjímáme trojrozm¥rnou kvadratickou varietu.
P°ipome¬me Drozdovu R-algebru
D1 = D22/(X2) = {a+ bx+ cy + dxy + ey2; a, b, c, d, e ∈ R, x2 = y2x = y3 = 0},
kterou jsme uvedli v oddílu 4.2 a její grupu R-algebrových automorﬁsm·. R-algebrové
automorﬁsmy jsme navrhli takto
1 7→ 1,
x 7→ Ax+By + Cxy +Dy2,
y 7→ Ex+ Fy +Gxy +Hy2, A,B,C,D,E, F,G,H ∈ R.
Odvodili jsme, ºe B = 0, a celkov¥ tak máme
1 7→ 1,
x 7→ Ax+ Cxy +Dy2,
y 7→ Ex+ Fy +Gxy +Hy2, A, C,D,E, F,G,H ∈ R, AF 6= 0.
Je vid¥t, ºe se zde pohybujeme v sedmirozm¥rném prostoru. Dále pak omezením pro
koeﬁcienty A a F vyjímáme z tohoto prostoru AF = 0, tj. ²estirozm¥rnou kvadratickou
varietu. Díky podmínky AF 6= 0 máme pak AF > 0, nebo AF < 0. Je z°ejmé, ºe takto
se nám grupa rozpadne na dv¥ komponenty - vezmeme-li kombinaci koeﬁcient· tak, ºe
AF > 0, a druhou kombinaci tak, ºe AF < 0, a spojíme tyto dva body obloukem, zákonit¥
tento oblouk protne vyjmutou varientu AF = 0.
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6. Záv¥r
V této práci jsme p°iblíºili problematiku Drozdových okruh·. Postupovali jsme od
základ· algebry a postupn¥ jsme vybudovali teoretický základ pro jejich zavedení a dal²í
studování. Poté jsme uvedli p°íklad Drozdova okruhu, pro který jsme provedli d·kladný
d·kaz, ºe se skute£n¥ jedná o Drozd·v okruh. Dále jsme zkoumali, zda je tento okruh
algebrou nad n¥jakým polem, a dokázali jsme, ºe se nejedná o algebru nad ºádným polem.
Nicmén¥ jedná se o Z-algebru, jelikoº lze vºdy zavést okruhový homorﬁsmus ze Z do
libovolného okruhu.
V druhé £ásti jsme se v¥novali Weilovým algebrám, coº jsou okruhy polynom· v n ne-
ur£itých stupn¥ maximáln¥ r. Tyto R-algebry nalézají své uplatn¥ní v diferenciální geo-
metrii. Uvedli jsme n¥které základní pojmy a tvrzení týkající se t¥chto R-algeber a dále
jsme se zam¥°ili na speciální Weilovy algebry. Dv¥ma vhodnými zvoleními parametr·
Weilovy algebry jsme dostali dv¥ Drozdovy R-algebry, pro které jsme ukázali, ºe jsou
izomorfní, p°i£emº to stejné platí pro jejich grupy R-algebrových automorﬁsm·, které
jsme pro n¥ spo£ítali. Dále jsme se pokusili najít dal²í p°íklady Weilových algeber, které
by byly Drozdovými R-algebrami, coº se ale nepoda°ilo. V p°íloze tedy alespo¬ uvádíme
jejich grupy R-algebrových automorﬁsm·, které jsme pro n¥ spo£ítali. Zformulovali jsme
tak alespo¬ v¥tu, která uvádí podmínky pro Weilovu algebru, aby se mohlo jednat o Droz-
dovu R-algebru. Po tomto zevrubném rozboru se zdá, ºe existuje pouze jediná Drozdova
R-algebra (aº na izomorﬁsmus). Je to ale pouze domn¥nka, nem¥li jsme dostate£ný aparát
pro to, abychom toto dokázali.
Grupy R-algebrových automorﬁsm· Weilových algeber jsou p°íklady Lieových grup
a proto v poslední kapitole uvádíme základy teorie Lieových grup. Ukazuje se, ºe námi
spo£ítané grupy R-algebrových automorﬁsm· Weilových algeber jsou nesouvislé Lieovy
grupy. Pro speciální Weilovy algebry (nap°. duální £ísla, která jsou v textu uvedena) se
ukázalo, ºe jejich grupy R-algebrových automorﬁsm· jsou izomorfní s obecnou lineární
grupou.
Jako moºné pokra£ování této práce bych uvedl podrobn¥j²í studium Drozdových okruh·
nad kone£nými poli. Dále je pro Lieovy grupy moºno zkonstruovat jejich p°íslu²né Lieovy
algebry, coº bylo nad rámec této práce (zavedení Lieovy algebry Lieovy grupy viz nap°. [5]).
Jako poslední sm¥r dal²ího pozorování bych ozna£il dal²í zkoumání Drozdových algeber
nad jinými poli nulové charakteristiky - zejména potom prozkoumat nap°. pole kom-
plexních £ísel C, zda uvedené záv¥ry pro R platí i pro tento p°ípad.
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7. Seznam pouºitých zkratek a
symbol·




R[X1, . . . , Xn] okruh polynom· v neur£itých X1, . . . , Xn s koeﬁcienty z R
ACC podmínka rostoucích °et¥zc·
DCC podmínka klesajích °et¥zc·
i, j ideály
m maximální ideál
µ(m) minimální po£et prvk· pot°ebných k vygenerování m
ϕ : R→ S okruhový homomorﬁsmus z okruhu R do okruhu S
Ker(ϕ) jádro okruhového homomorﬁsmu ϕ
Im(ϕ) obraz okruhového homomorﬁsmu ϕ
Z(R) centrum okruhu R
Drn okruh polynom· v neur£itých X1, . . . , Xn maximálního stupn¥ r s koe-
ﬁcienty z R
n nilpotentní ideál R-algebry Drn
AutRA grupa R-algebrových automorﬁsm· Weilovy algebry A
nA nilpotentní ideál Weilovy algebry A
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8. P°ílohy
8.1. Zobecn¥ní Weilových algeber
V £ásti 4.1 jsme zavedli Weilovy algebry a nazna£ili jsme jejich zobecn¥ní, kdy je uvaºu-
jeme nad jinými poli neº R, nap°. nad poli kone£nými Fqm , kde q je prvo£íslo a m ∈ N.




2 = {a+ bx, a, b ∈ F2, x2 = 0},
jejíº prvky jsou
0, 1, x a 1 + x.
Nyní uvedeme pro tuto F2-algebru tabulky pro operace s£ítání a násobení.
+ 0 1 x 1 + x
0 0 1 x 1 + x
1 1 0 1 + x x
x x 1 + x 0 1
1 + x 1 + x x 1 0
· 0 1 x 1 + x
0 0 0 0 0
1 0 1 x 1 + x
x 0 x 1 + x x
1 + x 0 1 + x x 1
F2-algebrové automorﬁsmy popí²eme následovn¥
1 7→ 1,
x 7→ Ax, A ∈ F2.
Z podmínky invertibility dostaneme A 6= 0 ⇒ A = 1. Tedy grupa F2-algebrových auto-
morﬁsm· této F2-algebry má jediný prvek a to identický automorﬁsmus.




2 = F2[X, Y ]/(X, Y )
2 = {a+ bx+ cx, a, b, c ∈ F2, x2 = xy = y2 = 0},
jejíº prvky jsou
0, 1, x, y, 1 + x, 1 + y, x+ y a 1 + x+ y.
F2-algebrové automorﬁsmy popí²eme následovn¥
1 7→ 1,
x 7→ Ax+By,
y 7→ Cx+Dy, A,B,C,D ∈ F2.
Z podmínky invertibility dostáváme omezení
AD −BC 6= 0.
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Obdrºíme tak následující moºnosti kombinace koeﬁcient· A aº D:
A = D = 0, B = C = 1;
A = 1, D = 0, B = C = 1;
A = 0, D = 1, B = C = 1;
A = D = 1, B = C = 0;
A = D = 1, B = 1, C = 0;
A = D = 1, B = 0, C = 1.
Tedy vidíme, ºe grupa F2-algebrových automorﬁsm· F2-algebry (DF2)
1
2 má ²est prvk·.
8.2. Grupy R-algebrových automorﬁsm· Weilových al-
geber
V oddílu 4.2 jsme po£ítali grupy R-algebrových automorﬁsm· vybraných Weilových al-
geber, které byly zárove¬ Drozdovy R-algebry. Zde uvedeme grupy R-algebrových auto-
morﬁsm· t¥ch Weilových algeber, u kterých se ukázalo, ºe Drozdovými algebrami nejsou.
Za£neme p°íkladem, který jsme uvedli v kapitole 4 a to Weilovou algebrou pro n = r = 2
a i = (XY ).
P°íklad 8.2.1.
W1 = D22/(XY ) = {a+ bx+ cy + dx2 + ey2; a, b, c, d, e ∈ R, xy = x3 = y3 = 0}.
R-algebrové automorﬁsmy popí²eme následovn¥
1 7→ 1,
x 7→ Ax+By + Cx2 +Dy2,
y 7→ Ex+ Fy +Gx2 +Hy2, A,B,C,D,E, F,G,H ∈ R.
Z podmínky xy = 0 dostáváme
0 = xy = (Ax+By+Cx2+Dy2)(Ex+Fy+Gx2+Hy2) = AEx2+BFy2 ⇒ AE = BF = 0.
Grupa musí obsahovat sv·j neutrální prvek, tj. identický R-algebrový automorﬁsmus
(A = 1, F = 1 a v²echny ostatní koeﬁcienty rovny nule) - nicmén¥ m·ºe obsahovat kom-
ponentu, která tento neutrální prvek neobsahuje. Ke spln¥ní podmínky
AE = BF = 0
máme dv¥ moºnosti - nejprve poloºíme A = F = 0 a dostaneme tak
1 7→ 1,
x 7→ By + Cx2 +Dy2,
y 7→ Ex+Gx2 +Hy2, A, C,D, F,G,H ∈ R, BE 6= 0.
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Dále nám zbývá moºnost B = E = 0, díky které obdrºíme dal²í komponenty grupy
R-algebrových automorﬁsm· Weilovy algebry W1:
1 7→ 1,
x 7→ Ax+ Cx2 +Dy2,
y 7→ Fy +Gx2 +Hy2, A, C,D, F,G,H ∈ R, AF 6= 0.
Vidíme, ºe se jedná o nesouvislou grupu.
P°íklad 8.2.2. Uvaºujme nyní Weilovu algebru
W2 = D22/(X2 + Y 2) = {a+ bx+ cy + dx2 + exy; a, b, c, d, e ∈ R, x2 + y2 = 0}.
R-algebrové automorﬁsmy popí²eme následovn¥
1 7→ 1,
x 7→ Ax+By + Cx2 +Dxy,
y 7→ Ex+ Fy +Gx2 +Hxy, A,B,C,D,E, F,G,H ∈ R.
Dále spo£ítáme
x2 = A2x2 + 2ABxy +By2 = (A2 −B2)x2 + 2ABxy,
y2 = E2x2 + 2EFxy + Fy2 = (E2 − F 2)x2 + 2EFxy
a z podmínky x2 = −y2 dostaneme
(A2 −B2)x2 + 2ABxy = −(E2 − F 2)x2 − 2EFxy.
Tedy dostáváme rovnice
A2 −B2 = −E2 + F 2,
AB = −EF,
p°i£emº st¥jn¥ jako minule musíme respektovat, ºe grupa musí obsahovat sv·j neutrální
prvek. Dostáváme tak následující podmínku pro koeﬁcienty A,B,E a F
|A| = |F | a pro spln¥ní druhé rovnice poloºíme E = −BA
F
.
Tedy vidíme, ºe popis obraz· generátor· se rozpadá na dv¥ moºnosti. Za£neme alterna-
tivou F = A, £ímº dojdeme k následujícímu p°edpisu
1 7→ 1,
x 7→ Ax+By + Cx2 +Dxy,
y 7→ −Bx+ Ay +Gx2 +Hxy, A,B,C,D,G,H ∈ R, A 6= 0.
Nyní vezmeme druhou moºnost, F = −A, a obdrºíme tak
1 7→ 1,
x 7→ Ax+By + Cx2 +Dxy,
y 7→ Bx− Ay +Gx2 +Hxy, A,B,C,D,G,H ∈ R,
p°i£emº nesmí nastat
A = B = 0.
Vidíme, ºe uº se jedná o sloºit¥j²í grupu, o které m·ºeme °íct, ºe je nesouvislá.
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P°íklad 8.2.3. Vezm¥me nyní p°ípad Weilovy algebry
W3 = D22/(X2 +XY ) = {a+ bx+ cy + dx2 + ey2; a, b, c, d, e ∈ R, x2 + xy = 0}.
R-algebrové automorﬁsmy popí²eme stejn¥ jako u p°edchozích p°ípad· a spo£ítáme
x2 = A2x2 + 2ABxy +By2 = (A2 − 2AB)x2 +B2y2,
xy = AEx2 + (AF +BE)xy +BFy2 = (AE − AF −BE)x2 +BFy2
a z podmínky x2 = −xy dostaneme
(A2 − 2AB)x2 +B2y2 = −(AE − AF −BE)x2 −BFy2.
Máme tedy následující rovnice
A2 − 2AB = −AE + AF +BE,
B2 = −BF.
Máme te¤ dv¥ moºnosti, jak pokra£ovat:
1) Vezm¥me nejprve moºnost B = −F . Takto dostaneme rovnici
A2 + 2AF = −AE + AF − EF.
Po úprav¥ máme
A(A+ F ) = −E(A+ F )⇒ E = −A,
£ímº dostaneme spor, protoºe
AF −BE = AF − (−F )(−A) = AF − FA = 0,
coº je rozpor s podmínkou invertibility zobrazení (musí platit AF −BE 6= 0).
2) Vezm¥me tedy p°ípad B = 0. Tímto dostaneme rovnici
A2 = −AE + AF
a protoºe A 6= 0, m·ºeme psát
A = −E + F ⇒ E = F − A.
Celkov¥ tak pro p°edpis R-algebrových automorﬁsm· Weilovy algebry W3 platí
1 7→ 1,
x 7→ Ax+ Cx2 +Dy2,
y 7→ (F − A)x+ Fy +Gx2 +Hy2, A, C,D, F,G,H ∈ R, AF 6= 0.
Jedná se o sedmirozm¥rný prostor. Omezením na koeﬁcienty A a F vyjímáme z tohoto
prostoru kvadratickou varietu AF = 0, tedy jedná se o grupu nesouvislou.
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